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1 Einleitung

Regulére eindimensionale Sprachen konnen auf viele verschiedene Arten dargestellt wer-
den, wie z.B. durch endliche Automaten oder regulére Ausdriicke. In [GR97] werden Mod-
elle fiir die Erweiterung auf zweidimensionale Sprachen vorgestellt. Es wird gezeigt, in
welchem Verhéltnis diese Modelle zueinander stehen, ob sich die Abschlusseigenschaften
wie im eindimensionalen Fall iibertragen lassen und wie sich die Erweiterung auf zwei
Dimensionen auf die Berechenbarkeit auswirkt.

2 Definitionen und Modelle

2.1 Grundlagen

Im Folgenden werden Begriffe und Notationen fiir zweidimensionale Sprachen eingefiihrt.

Definition Ein picture ist eine Matrix mit Eintrédgen aus X. Mit ¥** wird die Menge
aller pictures iiber ¥ bezeichnet. Eindimensionale Sprachen, string languages, sind eine
Teilmenge von ¥**. Die 0 X n bzw. n x 0 Matrix heifit leeres picture und wird mit A
bezeichnet.

Bemerkung In [GR97] wird das leere picture als 0 x 0-Matrix definiert; pictures der
Grofle 0 x n bzw. n x 0 mit n > 0 sind nicht definiert. Diese Definition wurde abgeéndert,
um eine sinnvollere Anwendung von Zeilen- und Spaltenkonkatenation eines pictures



mit A zu erreichen, da nun die Bedingung an Zeilen- und Spaltenanzahl auch fiir die
Konkatenationsoperationen mit A erfiillt ist.

Fiir ein picture p € ¥** bezeichnet [1(p) die Anzahl der Zeilen, l5(p) die Anzahl der
Spalten und p(i,j) mit 1 < i < [3(p),1 < j < la(p) den Eintrag aus ¥, der in p an
Position (i, 7) steht.

Definition Ein picture p € ¥** mit einer Rahmenbegrenzung und Begrenzungssymbol
# ¢ ¥ wird mit p bezeichnet.

#*OHH
p=|# p #
il

Im Folgenden werden Operationen fiir zweidimensionale Sprachen vorgestellt.
Definition Es gibt zwei Konkatenationsoperationen fiir zweidimensionale Sprachen:

o Spaltenkonkatenation: Falls pictures p und g beziiglich ihrer Zeilenanzahl iiberein-
stimmen, ist

e Zeilenkonkatenation: Falls die Spaltenanzahl {ibereinstimmt, ist:

pOqg=

p11

Pm1

Pin

pmn

qi1

dm1

qin’

dmn’

P11 Pin
Pmi1 Pmn

O q=
P qi11 din
dm’1 dm'n

Fir m = 1 entspricht die Spaltenkonkatenation der Konkatenation der eindimension-
alen Sprachen. Analog zur Konkatenation mit € im eindimensionalen Fall sind auch die
Konkatenationsoperationen mit dem leeren picture definiert.

ADOp=p=p0OA

AOp=p=poOA

Durch Anwenden von Spalten- und Zeilenkonkatenation auf Sprachen kénnen neue

Sprachen definiert werden.

Definition Fiir zwei Sprachen Li, Lo C ¥** kénnen durch Spalten- bzw. Zeilenkonkate-
nation definiert werden

¢ Li®OLy={pDq|peLiundqe Ly}
e [16Ly={p6q|pe€Liund g€ Ly}



Durch die wiederholte Anwendung der Konkatenationsoperationen kann ein Pendant
zum Kleene-Stern definiert werden.

Definition Fir L C ¥** ist :
e der Abschluss unter Spaltenkonkatenation definiert als
L*G) = U LiCD
i>0
mit L0 := )\, L!® := [ und L"® .= [ @ L(»~ DO
e der Abschluss unter Zeilenkonkatenation definiert als
L*G = U Li@
i>0
mit L% := \,L'® := L und L"® := Lo L(»~1®

Definition Eine Projektion ist eine Abbildung « : I'** — ¥**. Ein picture p € I'™* wird
Eintrag fiir Eintrag abgebildet: p'(i,7) = m(p(i, 7)) fir 1 <i <li(p),1 < j <la(p).

Definition Ein Block der Grofie (h, w) ist ein Ausschnitt eines pictures der GroSe (m,n)
mit h < m,w < n. B, (p) bezeichnet die Menge aller Blocke von p der Gréle (h, w).

Im Folgenden werden verschiedene Modelle zur Beschreibung zweidimensionaler
Sprachen vorgestellt.

2.2 Reguldre Ausdriicke
Reguldre Ausdriicke fiir zweidimensionale Sprachen sind wie im eindimensionalen Fall
rekursiv definiert. Als Operationen sind {©,©,*® *© U, N, } méglich.

Definition Ein reguldrer Ausdruck fiir zweidimensionale Sprachen {iber dem Alphabet
> lasst sich aufbauen als:

e () und jedes a € ¥ sind regulire Ausdriicke

e Fiir zwei regulire Ausdriicke «, 8 sind ebenfalls regulédr a® S mit ® € {0, 6,U,N},
@ und (a)*® bzw. (a)*©

Definition Eine Sprache L ist eine Projektion eines komplementfreien reguldren Aus-
drucks, L € L(PCFRE), wenn gilt:

e L ist Projektion einer Sprache L': m(L') = L
e [/ ist als reguliirer Ausdruck iiber den Operationen {©, ©,*® *© U, N} darstellbar.

Als durchgéngiges Beispiel dient die Schachbrettsprache. Damit sind alle quadratischen,
nichtleeren pictures gemeint, die ein Schachbrettmuster haben und deren Eintrag oben



links ein a ist.

3

7é )‘7l1(p) = l?(p)7p(17 1) = a,
LSchachbrett =4{pPE {CL, b}** | p(’i,j) #p(i,j =+ 1) fir 1 << ll(p), 1 S] < l2(p)
p(i,5) # p(i +1,5) fir 1 <i <li(p),1 <5 <la(p)

alb @
:Izl?ba’z

a
bl ...
a

Beispiel Schachbretter folgender Form werden zunéchst durch einen komplementfreien
reguldren Ausdruck beschrieben und anschlieflend auf das Alphabet {a, b} abgebildet.

ap | ba | a2 | ba | az | b2 | a2

b1 ag bg as b2 an b2

ai | by |ao | ba | as | by | as
by |ay | b1 | ag | b2 | as | bo
al bl al b1 ag bQ a9
by |ay | by | a1 | by | ag | be
ap | by | a1 | b1 [ a1 | b1 | ao

Die Diagonale wird mit einem speziellen Zeichen fixiert, fiir die obere Dreiecksma-
trix und die untere Dreiecksmatrix werden separate Alphabetsymbole verwendet. Fiir
Schachbretter gerader und ungerader Seitenldnge werden disjunkte Alphabetsymbole
verwendet. Betrachtet man ein Schachbrett spaltenweise, so lassen sich fiir die Spalten
ein reguldrer Ausdruck g fiir ungerade bzw. B¢ fiir gerade Seitenléngen angeben.
Analog verfihrt man fiir die Zeilen und erhélt 8 fir ungerade bzw. g} fiir gerade
Seitenlangen.

By = ((CLQ S bg)*e) SKNXS, ((bl © (11)*9) Uby & ((ag S} bg)*e) ©ag O ((bl S/ al)*e) o b
gerade Spaltennummer ungerade Spaltennummer

B =((a1 ®b1)*®) ®ag © ((b2 © a2)*®) Uby © ((a1 © b1)*®) © ap © ((b2 © a2)™®) © by

ungerade Zeilennummer gerade Zeilennummer
B9 =((ah © by)*®) © aj © ((b) © a})*®) e b Uty e ((ay e b5)*°) e aj & ((b) © d})*®)
B9 =((a) O b)) 0 ah 0 ((by ©ah)) by UY, © ((a) ©Y,)*®) ©ah © ((by © ah)*®)

Die obigen Gleichungen beschreiben Zeilen oder Spalten, also Strings. Fiir ein zweidimen-
sionales picture wird die Spaltenkonkatenation auf Zeilen bzw. die Zeilenkonkatenation
auf Spalten angewendet. Ein giiltiges picture muss sowohl die Bedingung an die Zeilen
als auch an die Spalten erfiillen.

= (o) n(@me) v (60=0)n ()

pictures ungerader Seitenldnge pictures gerader Seitenlange




™ {a()ua17a27a67a117a/27b17b27 /17b/2} — {CL, b}
m(ag) = m(a1) = m(az) = m(ap) = 7(ay) = 7(ay) = a
m(b1) = m(ba) = m(by) = 7(by) = b

Die Anwendung der Projektion liefert m(L) = Lgchachbrett-



2.3 On-line tesselation automata

Ein NEA liest ein Eingabewort Zeichen fiir Zeichen und befindet sich beim Lesen jeden
Zeichens in einem Zustand. So gesehen wird jedem Zeichen des Inputs ein Zustand
zugewiesen. Das folgende Automatenmodell, der 20TA, ist eine Verallgemeinerung eines
NEAs auf zweidimensionale Sprachen. Ein 20TA ordnet jeder Position eines pictures
einen Zustand zu. Die schrittweise Vorgehensweise des NEAs, eine Eingabe Zeichen
fiir Zeichen zu lesen, tibersetzt sich fiir den 20TA in diagonalenweises Scannen eines
pictures. In dieser Semantik akzeptiert ein NEA ein Wort, wenn dem letzten Zeichen der
Eingabe ein Endzustand zugewiesen wird. Analog dazu akzeptiert ein 20TA, wenn das
letzte gelesene Zeichen - der untere rechte Rand eines pictures - mit einem Endzustand
identifiziert wird. Genauso wie ein NEA verwirft auch der 20TA eine Eingabe, wenn
wahrend eines Laufs keine weitere Transition anwendbar ist.

Definition Ein nichtdeterministischer 20TA (two-dimensional on-line tesselation au-
tomaton) ist ein Automat A = (X,Q, I, F, ) mit

e 3 Eingabealphabet

e () Zustandsmenge

e | C (@ eine Menge von Startzustdnden

e I C () eine Menge von Endzusténden

e §:Q xQ xX — 29 als Zustandsiibergangsfunktion

Ein Lauf eines 20TAs A auf einem picture p ordnet jeder Position (i,j) von p folgen-
dermaflen einen Zustand zu:

e Der Zustand von (i,j) héngt ab von den Zustidnden an den Positionen
(t—1,7) und (4,5 — 1) sowie dem Symbol p(i, ).

p(i-1,5)
|
+

p(i, J-1)p (i, 5)

e Fiir t = 0 werden die erste Spalte und die erste Zeile von p mit dem Startzustand
identifiziert.

e Fiir t = k werden simultan allen Position (7, j) mit ¢ + j — 1 = k entsprechend ¢ je
ein Zustand zugewiesen.

e Der Lauf ist akzeptierend, wenn (l1(p),l2(p)) mit einem Endzustand identifiziert
wird.

Ein picture wird in einer fest vorgegebenen Reihenfolge (nédmlich von der Ecke oben
links Diagonale fiir Diagonale zur Ecke unten rechts) durchlaufen. Es werden an einer
Position gleichzeitig die Ubergangsfunktion ausgewertet und nichtdeterministisch dieser



Position ,der richtige* Zustand zugeordnet. Ein picture gehort zur Sprache des 20TAs,
wenn der unteren rechten Ecke des pictures ein Endzustand zugeordnet wird.

Beispiel Ein 20TA, der die Schachbrettsprache erkennt, ist gegeben durch:

e Q=1{0,1,2,3,4,5}
oI:{O}
X o F={1}
PN ° .
albla]bla o 0 1 2 3 4 5
blajbla|b a bla bla b bla b|a
ababa>2 01 3 5
«[bla[ba]b ] 5 5
albla|b|at 512
3 3 1 5
4 2 2
5 3 3

Die im Bild nicht eingezeichneten #-Symbole werden mit dem Zustand 0, dem Startzu-
stand, identifiziert. Nach [PO04] ist ¢ folgendermafien zu lesen: Einer Transition
0(qu, qi, a) = q entspricht dieser Eintrag in der Transitionstabelle:

qu
a

q q

2.4 Logische Formeln

Definition Ein picture p der Groéfie (m,n) kann mithilfe der Signatur
p = (dom(p), S1, 52, (Pa)acx) dargestellt werden, wobei:

(] dom(p) = {17-~7l1(p)} X {17"‘ 712(]7)}

e 51,55 sind bindre Nachfolgerelationen. Fiir zwei Positionen aus dom(p) gilt
(4,7)91(t +1,7) und (i,5)52(4, 5+ 1) fir 1 <i:<m,1<j<n

o Po=1{(i,4) [ p(i,j) = a} fir a €%

Ein picture p erfiillt eine MSO-Formel ¢(Xi,...,X,) mit den freien Variablen
X1,..., Xy, wenn fir Q1,...,Q, C dom(p)

(E’Ql""’Qn) l:go(Xl,...,Xn)

Wenn ¢ ein Satz ist
PEY

Die Sprache, die durch einen Satz ¢ beschrieben wird, umfasst alle pictures, die ¢ er-
filllen. L(p) = {p € " | p = ¢}



Beispiel Die Schachbrettsprache kann durch eine EMSO-Formel definiert werden.

Die Réander eines pictures (t: oben, l: links, tl: oben links, usw.) sind darstellbar

mittels FO-Formeln.

Ein picture ist quadratisch, wenn man entlang der Diagonalen nach unten lduft und die
letzte so erreichbare Position weder einen rechten noch einen unteren Nachfolger hat.

t

p =3X (3 (pu(z) AN X(2)) AVz (X (2) = Pa(z))
AV2VYVz (X (z) A 251y A ySaz — X (2))
v ((pp(2) V or(2)) = (=X (2) V i (2))))

AVx 3y (Po(z

AVxIy (Py(z
AVzIy (Py(x
AVz3y (Py(x

) A —or(x) = xSoy A Py(y
) A —p(x) = xS1y A Py(y
) A —@p(x) = xSy A Py(y
) A —p(z) = xS1y A Pa(y

2.5 Tiling-Systeme

//X bezeichnet die Positionen auf der Diagonale

//entlang Diagonale mit ,, Treppenstufen laufen

//Bedingung, dass picture quadratisch ist

//»Schachbrettmuster”, d.h. as und bs wechseln
sich ab

Fiir das Modell eines Tiling-Systems werden einige weitere Definitionen benétigt.

Definition Ein tile ist ein Block der Grofie (2,2

Definition Eine Sprache L C I'** heifit lokal, falls es eine endliche Menge © von tiles
gibt, so dass L = {p € I'"*|B22(p) € O}. LOC bezeichnet die Menge aller lokalen

Sprachen.

. L H#H# s
A wird mit identifiziert.
# | #




Bemerkung Die Schachbrettsprache ist keine lokale Sprache.

Beweis Angenommen, Lschachbrett Ware eine lokale Sprache. Da ein giiltiges Schachbrett

alb|a
durch | b | a | b | gegeben ist, muss O insbesondere folgende tiles enthalten:
albl|a
HFVH||H|HF||F|#F||#H|HF||F|a||#|b||#|a||la|b|l b|lal||a]|#
#Flalla|bllblallal|# T\ #|b]|#|al|#|#|#F|#]|#F|##|#
a|#||b|F||blal|lal|b
b|#[|la|#[|la|bl|bl|a
#\# | # | # | #
Mit diesen tiles lasst sich auch ein picture p =| # | a | b | a | # | konstruieren, aber
#INH | H#|#H|H#

p ¢ LSchachbrett~
Definition Ein Tiling-System T ist ein Quadrupel 7 = (3,T, ©, ) mit
e X T zwei Alphabete

e O eine Menge von tiles tiber I" U {#}

e 7 :I' — ¥ eine Projektion

Ein Tiling-System erkennt eine Sprache L C ¥**, falls L = n(L(©)).

L(TS) = {L|L ist durch ein Tiling-System erkennbar }

Tiling-Systeme sind eine Art zweidimensionaler NEA. Denn wenn man das lokale Alpha-
bet als I' = 3 x @ auffasst und die Projektion als 7(a, q) = a,a € ¥, ¢ € Q wihlt, ist ein
Tiling-System (vgl. Kapitel 4.1) eine Fortsetzung von NEAs. Ein Tiling-System ist also
implizit nichtdeterministisch. Ein Tiling-System erkennt insbesondere eindimensionale
regulédre Sprachen.

Beispiel Das Beispiel zeigt ein Tiling-System, das die Schachbrettsprache erkennt.
Mithilfe der lokalen Sprache wird die quadratische Struktur vorgeschrieben, indem
die Diagonale durch ein zusétzliches Alphabetsymbol ag fixiert wird. Weiter wird das
abwechselnde Auftreten der Alphabetsymbole vorgeschrieben. Das korrekte Alphabet
¥ = {a, b} wird durch die Projektion erreicht.

Die lokale Sprache ist durch diese tiles gegeben:




# | # # | # # | # # | # # | # # | # # | #
#lao | |ao |bi| |bijar| a1 |bi| |ar |[#] |bi|# ao | # |
# | ao # b # | a1 # | # | b1 # | ao a | by
# b | |#la | |[# || | #|# | #|#] | #|# # | # |
O —
bi | a1 ap | # by | ag ai | # bi | # bi | # ap | b
#H# | #F|H# | #F#H] [ #]| | |[#] |a | # b1 | ao
b1 | a1 by | a1 ai | by b1 | ag
ag bl’ al b17 bl al’ aq bl
Damit werden pictures folgender Form beschrieben:
# H#OH# H ... H HH#
# a b a #
# b ap b #
# aq b1 aq #
# | b1 #
# b1 ap #
# H#OH#H . HH#HH#
Projektion:
T r - X mit 7w(ag) = w(a1) = a

I I (b)) = b
{ao,al,bl} {a,b}

2.6 Domino-Systeme

Domino-Systeme sind dhnlich wie ein Tiling-System {iber einer lokalen Sprache und einer
Projektion aufgebaut. Die lokale Sprache eines Domino-Systems setzt sich aus Blocken
der GroBe (1,2) (horizontales Domino) bzw. (2,1) (vertikales Domino) zusammen und

heif3t hv-lokal.

Definition Ein Domino ist ein Block der Grofe (1,2) bzw. (2,1).

Definition Eine Sprache L C I'™* heifit hv-lokal, falls es eine endliche Menge A von

Dominos tiber I' U {#} gibt, so dass L = {p € I'** | (B12(p) U B2,1(p)) C A}.

(#[#]eLund ﬁ eLeNel

Lemma 2.1 Die Menge der hv-lokalen Sprachen ist eine echte Teilmenge der lokalen

Sprachen.

10




Beweis ,,C“: Fiir die Inklusion hv-lokal C LOC ist zu zeigen, dass zu einer hv-
lokalen Sprache L C I'**, die durch eine Menge von A von Dominos dargestellt werden
kann, eine lokale Sprache, d.h. eine Menge © von tiles, konstruiert werden kann mit
L =L(I') = L(©). Im Beweis von L(DS) C L(TS) im Kapitel 4.2 wird gezeigt, wie zu
A entsprechende tiles definiert werden kénnen.

,2“: Die folgende Sprache, die aus genau einem picture besteht, ist durch eine Menge
© von tiles erkennbar, aber nicht durch Dominos.

#\# | # | #
) L | #a|b|#
L=y = v (o[ #
# | # | #|#
# | # # | # # | # #la| |a|b
#lal |al|b| |b|#| |#|b] |[bla]
O —
b| # #1b b | a a | #
a|# | | # T #LH# | HLH#

Es gilt L = L(O). Insbesondere kénnen durch die tiles keine weiteren pictures erzeugt
werden. Da alle (1,2)- und (2, 1)-Blocke von p in der Menge von Dominos enthalten sein
miissen, ergibt sich A als:

s~ {(alalFEE o c oo o]
i
b

# | # #
Dann kann z.B. ' = | # | a #

#\H#|# | # | #
Somit ist p’ € L(A), aber p’ ¢ L. Also ist L eine lokale, aber keine hv-lokale Sprache.

i
a

durch Dominos in A konstruiert werden.

Definition Ein Domino-System D ist ein Quadrupel D = (3, ', A, 7) mit
e X I' zwei Alphabete
e A eine Menge von Dominos itber I' U {#}

e 7 :I' — X eine Projektion
Ein Domino-System erkennt eine Sprache L C ¥**, falls L = w(L(I")).
L(DS) = {L|L ist durch ein Domino-System erkennbar }

Im Gegensatz zu Tiling-Systemen driickt die Form der Dominos aus, dass es egal ist, ob
Anlegeschritte zuerst horizontal oder erst vertikal ausgefiihrt werden.

11



Beispiel Fiir die Schachbrettsprache wird wie beim Beispiel fiir Tiling-Systeme auch hi-
er die quadratische Struktur durch ein separates Symbol ag fiir die Diagonale vorgegeben.
Im Gegensatz zu Tiling-Systemen sind fiir die obere und untere Dreiecksmatrix ver-
schiedene Alphabetsymbole nétig. Dies resultiert daraus, dass bei der Schachbrettsprache
das tile, das die obere linke Ecke bestimmt, eindeutig festgelegt ist, aber bei Domino-

Systemen alle Zeichen ¢ € I" mit ,

i

C

€ A als obere linke Ecke infrage kommen.

Damit nur ag in der Ecke oben links bzw. unten rechts erscheinen kann, diirfen alle an-

oder , sein. Genau
c

das wird durch die separaten Zeichen fiir die obere und untere Dreiecksmatrix garantiert.

deren Dominos nur entweder von der Form ,

ein mogliches picture:

ai,az, by, b2}, ¥ = {a,b}

H#H\H#|H#|H#H|H#|#|#
# |ao |by |az | by a2 | #
# b1 |ao|by |az|bs | #
# a1 |by |ag|by |az | #
# by |a1|by |ao | by | #
# a1 |by a1 |by |ao | #
#\H# | # | H || H# | #
Projektion:

I' = {ay,

T r — X
m(ag) = w(a1) =
m(b1) = w(b2) =

3 Abschlusseigenschaften

C

i

’#‘# ) ’#‘ao ) ’ao‘bQ ‘a ’b2‘a2 ‘7
’a2‘b2‘7’a2‘#‘7’b2‘#‘7’bl‘a0‘7
’al‘b17’#‘b17’#‘a17’a0‘#7
# # ao
IR EARNEA R
by a2 ba #
an ’ b2 ’ a9 bg ’
i by ay b1
as | ay | # # [
ag al
# | by

Satz 3.1 Fir die Abschlusseigenschaften von L(TS) gilt

(1.) L(TS) ist unter Projektionen abgeschlossen.

(2.) L(TS) ist unter ® und © abgeschlossen.

12




(5.) L(TS) ist unter ®* und ©* abgeschlossen.
(4.) L(TS) ist unter U und N abgeschlossen.
(5.) L(TS) ist nicht unter ~ abgeschlossen.

Beweis von (5.): Fir L = {p € {a,b}* | s ist quadratisches picture, p = s © s} wird
gezeigt, dass L ¢ L(T'S), aber L € L(TS).

L ¢ L(TS): Beweis durch Widerspruch. Angenommen, es wire L € L(TS). Dann gibt
es eine Tiling-System 7 = (3,I',0,7), das L erkennt; insbesondere gibt es eine lokale
Sprache L' = L(©) mit n(L") = L. Betrachte die Klasse aller pictures, bei denen s

die Seitenldnge n hat: L, = {p EX*™|p= } Zn}. In s gibt es n? viele Positio-

nen, die mit |X| vielen moglichen Zeichen besetzt sein konnen. Also gibt es insgesamt
|%["* viele pictures in L,. Die zu L gehorende lokale Sprache L/, ist von der Form
L, ={p eT™ | n(p)) = p,p € L,}. Es reicht zu iiberlegen, wie viele Moglichkeiten es
gibt, die n-te und (n + 1)-te Zeile zu belegen, weil tiles als 2 x 2-Blécke dann ausge-
tauscht werden konnen. Mit derselben Uberlegung wie oben ergeben sich |T'|?* mégliche
Belegungen. Fiir feste Alphabetgrofien wichst || schneller als |27, Also gibt es ein

n, fir das gilt \2]"2 > |T'|?". Dann gibt es zwei pictures p = jp € Ly,q= zq
P q

mit s, # s4, deren zugehdrige pictures in der lokalen Sprache gegeben sind durch

e L,

s s
p = sﬁ € L, bzw. ¢ = s?’ € L], und die n-te und (n + 1)te Zeile von p’ und
P q

q' seien gleich. Da die untere Zeile von s;, und sj, bzw. die obere Zeile von s und sj

iibereinstimmen, kénnen die obere und untere Hélfte des pictures vertauscht werden.

/
o s S . S
Somit ist v/ = Sf; € L, aber dann ist auch 7 (v') = sp eL.}
q q

L € L(TS): Zeige, dass es ein Tiling-System gibt, das L erkennt.

L={peX™ |l(p) #2-l2(p)} U{p € ¥ | Li(p) =2 la(p).p =,8 # 1}

Ly

Lo

L(TS) ist unter Vereinigung abgeschlossen. Also reicht es zu zeigen, dass L; und Lo
jeweils durch ein Tiling-System erkennbar sind. Ly ist &hnlich wie die Schachbrettsprache
aufgebaut. Ein Tiling-System, das oben links beginnend einen Schritt nach rechts und
zwei Schritte nach unten macht, beschreibt alle pictures der Gréfie (n,2n). L umfasst
alle pictures, deren Grofle nicht (n,2n) ist, d.h. wo die ,Treppenschritte* nicht in der
unteren rechten Ecke enden.

L ist darstellbar als Lz N (X" © (Ly N (2™ © Ls © £*)) © **) mit

Ly ={peX™ [li(p) =22(p)}
Ly={pe X |li(p) = la(p) + 1}
Ly ={p € X7 [lo(p) =1 und p(1,1) # p(1,Li(p))}

Da L(T'S) unter N, © und @ abgeschlossen sind, bleibt zu zeigen, dass Ls, Ly und Ls
durch Tiling-Systeme erkennbar sind. L3 und L, sind dhnlich zu L durch Tiling-Systeme
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erkennbar. Ly ist eine eindimensionale regulére Sprache, die nach Kapital 2.5 durch ein
Tiling-System erkennbar ist.
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4 Aquivalenzaussagen

Satz 4.1 Es sei L eine zweidimensionale Sprache. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1.) L wird durch eine Tiling-System erkannt.
(2.) L wird von einem 20TA erkannt.

(3.) L wird durch ein Domino-System erkannt.
(4.) L ist durch eine EMSO-Formel definierbar.

(5.) L ist darstellbar als komplementfreier requlirer Ausdruck mit Projektion, d.h. L €
PCFRE.

Definition Die so definierten Sprachen werden mit REC, recognizable two-dimensional
languages bezeichnet.

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Modelle 20TA, EMSO-Formeln und Domino-
Systeme jeweils dieselbe Sprachklasse beschreiben wie Tiling-Systeme.

4.1 L(20TA) = L(TS)

Fiir die Aquivalenz werden die beiden Inklusionen L(20TA) C L(TS) und
L(TS) C L(20T A) gezeigt.

Beweis L(20TA) C L(TS):

Sei L C ¥** und A = (X,Q, I, F,0) eine 20TA, der L erkennt. Nun wird ein Tiling-
System T = (3,I, ©, 7) konstruiert, das L erkennt. Wahle I' = X U {#} x Q. Die lokale
Sprache iiber I' wird genutzt, um eine Transition eines 20TAs zu simulieren. Die erste
Komponente beschreibt ein picture p € L; in der zweiten Komponente wird der Zustand
gespeichert, den A wihrend eines Laufs einer Position in p zuordnet.

Eine Transition eines 20TAs hat die Form §(qy, ¢, p(7,7)) = q.

p(i —1,5)
du
p(iaj - 1) p(iaj)
a q

In Abhéngigkeit von der Position innerhalb eines pictures (Mitte, linker Rand, ...) lassen
sich Mengen von tiles definieren, die die Transition von A simulieren.

o — (a,r) | (bys) | a,b,c,d# #,
* Um= | g€ 6(s,t,d)

e O = (#,q0) | (b, 5) |bad7é#7%€[,
l q € 4(s,qo0,d)
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Die Projektion 7 : ¥ U {#} x © — X U {#} bildet die Eintrége eines pictures auf die
erste Komponente ab. Hat A4 einen akzeptierenden Lauf auf einem picture p, gibt es
entsprechende tiles in ©, die den Lauf kodieren, und durch die Projektion auf die erste
Komponente ist p € L(T) < p € L.

Fiir den Beweis der Inklusion L(T'S) C L(20T A) wird folgendes Lemma benétigt.

Lemma 4.2 L(20TA) ist unter Projektionen abgeschlossen.

Beweis Sei 7 : I' — ¥ eine Projektion und L C I'**. Sei weiter A = (I', @, I, F,0) ein
20TA, der L erkennt. Nun wird ein 20TA B konstruiert, der 7(L) erkennt.

Durch die Projektion wird einem Alphabetsymbol a € X gegebenenfalls mehrere
Alphabetsymbole by,bs,... in T' zugeordnet. B kann alle Transitionen d(p,q,b;) fiir

ein b; € I' von A simulieren, indem fiir alle Symbole mit w(b;) = w(b2) = ... = a
die Transition ¢'(p,q,a) in B eingefiihrt wird. Der 20TA B = (3,Q,I,F,¢') mit
(p,q,a)= U d(p,q,b) erkennt genau w(L).

ber—1(a)

Nun wird die noch fehlende Inklusion unter Verwendung des oben gezeigten Lemmas
bewiesen.

Beweis L(T'S) C L(20TA):

Sei T = (X,I',0, ) ein Tiling-System, das L C ¥** erkennt. Da L(20T A) unter Pro-
jektionen abgeschlossen ist, reicht es zu zeigen, dass man einen 20TA A konstruieren
kann, der die lokale Sprache L(7) erkennt.

Der 20TA A= (I',Q, I, F,§) mit

e =0

.Jz{f Plbe.d e U (#) ma| 7 Zee}
o« PO # |l a|#

F‘{# ) 3L 69}

oé:QxQxE—>2Qsodassﬁirallex z,z aEQ:
zlyl|lzla _Jlalb|lal|b
5(a bt c’a>_{c d|cd€Q}
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simuliert Tiling-Schritte. Ein picture ist genau dann in L(©) enthalten, wenn durch
Anlegeschritte von tiles in © ein rechteckiges picture konstruiert werden kann, dessen
Rand aus # besteht und dessen innere Positionen mit Zeichen aus I' besetzt sind. Das
entspricht einem akzeptierenden Lauf von A, d.h. die untere rechte Ecke ist ein Endzus-
tand; oberer und linker Rand sind Startzustdnde. Eine Transition ist mdglich, wenn sich
zwei tiles geeignet tiberlappen:

Y
b

tlc|d

4.2 L(DS) = L(TS)

Tiling-Systeme und Domino-Systeme sind &dhnlich aufgebaut, so dass fiir die beiden
Inklusionen L(DS) C L(T'S) und L(T'S) C L(DS) die lokale Sprache in eine hv-lokale
Sprache bzw. umgekehrt tiberfithrt wird.

Beweis L(DS) C L(TS):

Sei D = (X, A, ) ein Domino-System mit L' = L(A). Konstruiere ein Tiling-Sytem
T=X,T7,0,7r) mit L(©) =L

Fin tile ist eindeutig durch 4 Dominos festgelegt, ndmlich zwei horizontale und zwei
vertikale Dominos, die sich so tiberlappen, dass ein Block der Groéfle (2,2) konstruiert
wird. © umfasst alle tiles, die durch Anlegeschritte von 4 Dominos konstruiert werden
koénnen.

# | #
# | #

Hieraus folgt direkt, dass L(©) = L’ und damit auch L(7) = L(D) gilt.

Beweis L(T'S) C L(DS):

Dominos weisen weniger Struktur auf als tiles. Da hv-lokale Sprachen eine echte
Teilmenge von lokalen Sprachen bilden, kénnen Domino-Systeme Tiling-Systeme nur
durch eine zusatzliche Projektion #’ simulieren. Die Idee des Beweises besteht darin,
alle moglichen Tiling-Schritte durch Dominos zu kodieren und mit einer Projektion
auf die lokale Sprache des Tiling-Systems abzubilden. Sei also 7 = (¥/,%X,0,7) ein
Tiling-System und D = (X', T, A, 7) das zu konstruierende Domino-System.

@:{ee@u{#})“ﬂe#

(B1,2(0) U Ba1(0)) C A}

Tiling-Schritte sind moglich, wenn die benachbarten Fintrige zweier tiles {iberein-
stimmen:

aip a2 az as ay a2 as
und ~
a3 a4 a4 G az a4 dae
aip az
ayp az a, a4
bzw. und | 3 ~ as ay
az a4 as ae
as ag

Alle moglichen Tiling-Schritte werden simuliert, indem alle moglichen Anlegeschritte
iiber einem gréferen Alphabet I' nachgebildet werden. Fiir die obigen beiden Tiling-
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ayp a2
. . . ay az | az a az a4 |.
Schritte werden also die Dominos b bzw. in A aufgenom-
az a4 | a4 Gg az a4
as ag

men. Das Domino-System sieht also wie folgt aus:

e [':=0

° — ar  az | by b2
A { b o

ag =bi,aq =bg,c3 =di,cq =dg
ag al ag al

al az a2

)

ca
dq do I ’ ,’ @ 5 s
d3 dy a3z agq a3z agq as agq as agq
ds dy
Ul[b2 #[# # # #"52 #Hd3 da | cp
by # | # # | #  # ba  # || #  #
# #
e T X
@ a2 — aq
az a4

Die Wahl der Dominos hat zur Folge, dass bei Anlegeschritten alle Eintrédge bis auf
den oberen linken eines tiles dupliziert werden. Wendet man die Konstruktion auf
ein picture an, werden also alle Eintrdge dupliziert bis auf die rechte Spalte und
untere Zeile eines pictures. Um auch diese Eintrdge zu verdoppeln, werden fiir diese
Eintrage spezielle Dominos zu A hinzugefiigt, bei denen eine Héilfte des Dominos nur
mit # gefiillt sind. Mittels einer zusétzlichen Projektion auf den oberen linken Eintrag
einer jeden Hélfte eines Dominos wird die Duplizierung der Eintrége riickgdngig gemacht.

Beispiel:
# OH#HNH#F H#H|HF H|HFH
# p1|p P2 p2 H|HH
5= ﬁ zi z: i - = # p1|p1 p2|Dp2 FH|H H
T # [ #| # # OH|NH#F H|HF H|HFH
#OHNH#F H|HF H|HFH
#OH | H H|H H|HH

Wendet man die Projektion auf ' an, erhalt man genau p zuriick.

Korrektheitsbeweis:

zu zeigen: w(L(A)) = L(O)

,2“ Seip € L(O©),p € I"*". Zeige p’ € L(A). p’ erhdlt man aus p durch Anwenden der
Konstruktionsvorschrift fiir Dominos (vgl. obiges Beispiel). Somit gilt fiir die Eintrige
von p’ € L(A) folgendes:

i (i, ) p(i,j+1) , ,
= = : . 1< 1<
* Pi:d) p(i,j+1) p(i+1,j+1) stsmisgsn
e p(i,n) = ig;’:g ﬁ 1<i<m
. p(m, ) = p(ﬂ;]) p(m,;;r Dl 1<jcn
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« vy =[P

Mit der Konstruktion ist klar, dass p’ € L(A) gilt, denn die Eintrige benachbarter Felder
sind gleich. Weiter ist 7(p’) = p, da jeder Eintrag p(i,j) in p in einem Eintrag p(i, j) in
P/ (i, ) resultiert, ndmlich den oben links.

»C“ Sei p € L(A). Zeige 7(p') € L(O). Sei ¢ € B2 2(p'). Da benachbarte Eintrége nach
Definition der Dominos gleich sind, hat ¢ folgende Form:

ap by | b1 b
cp dy|di dp
cp dy|di dp
c3 d3|d3 dy

a; bi|lcr di|| b1 ba||d1 da

cr di[|es d3f|di do[|ds dy €o.

wobel

a1 b

o dy € 0.

Dann ist 7(q) =

4.3 L(EMSO) = L(TS)

Mit den Inklusionen L(EM SO) C L(T'S) und L(T'S) C L(EM SO) folgt die Gleichheit.
Beweis L(T'S) C L(EMSO):
Definiere zu einem gegebenen Tiling-System 7 = (X,T,0, ) einen EMSO-Satz ¢ mit
L(T) = L(y). O.B.d.A. kann angenommen werden, dass 7 von folgender Form ist:

e I'=3XxQ

e T: X XQ—X

Dabei ist p’ € L(©) von der Form p’ = p x ¢ mit p und ¢ als pictures derselben Grofe.
Die lokale Sprache wird in der Komponente @ kodiert. Somit geniigt es zu zeigen, dass
die lokale Sprache L(©) durch einen Satz dargestellt werden kann.

Die lokale Sprache wird mit Mengenvariablen X, ..., X kodiert. Fir @ = {q1,...,qx}
bedeutet X;(x), dass ¢(x) = q;. Weiter gilt

p € L <es gibt ein passendes picture ¢ mit p' = p x ¢,p’ € L(O)
<es gibt ein passendes picture ¢ mit p’ =p X ¢, Ba2(p') C O
<3X1 ... IXk(ePartition(X1, - . ., Xk)) und das picture ¢ wird kodiert als
c(i,j) = @ % (i,7) € Xy und fiir p’ = p x ¢, B 2(p') € ©

k
Dabei driickt @pgrtition(X1,---, Xk) = Vz(( \/1 Xi(2)) A </\<k ~(Xi(2) N Xj(2)) aus,
i= 1<i,j<k,
i
dass an jeder Position eines pictures genau ein Eintrag mit einem Zeichen aus @ steht.
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Ein tile lasst sich mit einer Formel beschreiben, die zum einem das Format eines 2 x 2
Blocks, und zum anderen den Inhalt definiert.

Das Format hingt von der Position des tiles in einem picture p ab; in Abhéngigkeit der
Randbegrenzung lassen sich folgende Klassen von Blocken (t: oben, 1: links, r: rechts, b:
unten, tl: oben links, usw.) und Formeln definieren:

©=0,UB6;UB,UuB;UB, UByUB Uy U6y,

X o
x; xz Y (21, 22, T3, T4) = 15123 A 215222 A 35224 N 225124
f f Ui(xs, x4) = x3S2w4 A —Fx(xS123) A =3I (2S124)

3| x4

01 | 62
O3 | 04
ersten Komponente wird das ,tatsiachliche* und in der zweiten Komponente das lokale
picture gespeichert. Ein Eintrag ist damit darstellbar als @y, () = P,(z) A X;(z) fir i €
{1,2,3,4}. Jetzt lassen sich in Abhingigkeit des Formats tiles' definieren:

Der Inhalt eines 2 x 2 Blocks besteht aus Eintrdgen der Form (a,q). In der

4
Xm = ¢m($1,$2,l’3,l‘4) — \/ /\ Soel(xl)

.

xe= i(as,xa) =\ (pes(23) Apa,(24))
# #
Format: e@t

Mit den eben definierten Formeln lasst sich ein EMSO-Satz ¢ angeben, der L(7) = L(yp)
erfiillt.

¢ = 3X5 ... 3Xk(@prartition NVT1 .. . YTa(Xm A Xt A Xo A XA Xr A XtL A Xer N Xor N Xbl))

Beweis L(EMSO) C L(TS):
Fiir den Beweis werden weitere Definitionen benétigt, die ausgelassen wurden. Die Inklu-
sion wird daher hier nicht gezeigt.

5 Unentscheidbarkeit

Satz 5.1 Das Leerheitsproblem fiir REC ist unentscheidbar.

!Die freien Variablen der Formeln y; sind zwecks Ubersichtlichkeit weggelassen und entsprechen denen
von ;.
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Beweis Ein Tiling-System kann eine Turingmaschine M simulieren. Es wird eine
Menge von tiles O derart konstruiert, dass L(M) = () & L(©p) = 0. Da LOC
C REC (vgl. Schachbrettsprache) und da das Leerheitsproblem fiir Turingmaschinen
unentscheidbar ist, folgt, dass das Leerheitsproblem fiir LOC und damit auch fir die
Sprachklasse REC unentscheidbar ist.

Sei M = (Q,%,T,qp,0,F) eine Turingmaschine. Ein akzeptierender Lauf von M
auf einer Eingabe vy ist eine Folge von Konfigurationen mit g5 € F'.

qovo ... Fuiqui F .o ugqpuy

Der Lauf ldsst sich durch eine Menge von tiles simulieren. Eine einzelnde Konfiguration
von M, d.h. ein String w;qu;, stellt in einem picture eine Zeile dar. Die einzelnen
Konfigurationen werden links und rechts so mit Blank-Symbolen erginzt, dass sich
ein rechteckiges picture ergibt. Die i-te Konfiguration w;quv; hat also das Format
Wi = ... U;QU; - . .. Insgesamt ergibt sich fur einen Lauf folgendes picture:

- \
i !
!

qi !

! ar )

Ein Rechenschritt w;qu; F w1 1pvir1 von M wird dargestellt als w; = B* u; q v; B
~ ~~
EF* EFI*
und w;11 = B*uii1 pvir; B™. Dabei steht ¢ an Position j der i-ten Zeile und p an
—~— ~~
er‘* GF/*
der Position j — 1,j oder j + 1 der (i 4+ 1)-ten Zeile je nachdem, ob sich der Kopf von
M nach links, gar nicht oder nach rechts bewegt. Ein picture p,, entspricht also einem
akzeptierenden Lauf und p, definiert eine Menge von tiles, die diesen Lauf kodieren.
Die Menge aller akzeptierenden Léaufe von M lasst sich durch eine Menge © , von tiles
kodieren.

Korrektheit:
Esist (L(M) =0 < L(Opm) =0) & (L(M) # 0 < L(Op) # 0). Fiir den Korrektheits-

21



beweis wird die zweite Aquivalenzaussage genutzt:

y =% L(M)#0D = es gibt einen akzeptierenden Lauf von M auf einer Eingabe w
= es ex. picture p,, derart, dass Bs2(p,) kompatibel mit den
Transitionen von M ist
= B2 2(Puw) € Om
=LOMm) # 0
y<=“ L(Opm)#D = aus den tiles in O lasst sich ein picture konstruieren, das einen Lauf
einer Turingmaschine M auf einer Eingabe w kodiert
=M akzeptiert w
=L(M)#0

6 Fazit

Die Sprachklasse REC wurde eingefiihrt und stellt eine sinnvolle Erweiterung von ein-
auf zweidimensionale Sprachen dar. REC weist starke Abschlusseigenschaften auf und
es gibt, wie im eindimensionalen Fall, viele Modelle, die diese Sprachklasse beschreiben.
Ungiinstig ist es, dass REC nicht unter Komplement abgeschlossen ist. Desweiteren sind
die Modelle nichtdeterministisch. Wenn man die Modelle auf eine deterministische Vari-
ante reduziert, wird die erkannte Sprachklasse deutlich kleiner.
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