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Motivation

e Reguldre eindimenionale Sprachen

» werden durch endliche Automaten erkannt

» konnen durch MSO-Formeln definiert werden

» konnen als regularer Ausdruck angegeben werden
e Verallgemeinerung von 1D nach 2D

» Wie kénnen die Modelle erweitert werden?

» Bleiben Abschlusseigenschaften erhalten?

» Entscheidbarkeit von Leerheitsproblem,....?
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e Ein picture ist eine Matrix mit Eintragen aus .
e > ** ist die Menge aller pictures iiber ¥.

e Die 0 x n bzw. n x 0 Matrix heiBt leeres picture und wird mit
A bezeichnet.
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Beispiel

Y ={a, b}
L={peX*|h(p) =2 h(p) und p(i,1)=afirl <i<h(p)}

L LL | T
S| o|T| T

LLIL L

LILIL L

LILILILIL|L
LLIT|IL|T|L
LIT|ILI L | T|L
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Definition

Ein picture p € ¥** mit Rahmenbegrenzung und Begrenzungssym-
bol # ¢ ¥:
# # #
p=|# p #
# # #
Beispiel:

oS

Il

O

O

$

o}

Il
Fe || 3| F |3k
Fhlo || o |3
Flo | | o3
Fe ||| F |3k
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Definitionen
Definition

e Spaltenkonkatenation: Falls pictures p und g beziiglich ihrer
Zeilenanzahl ibereinstimmen ist

P11
pOg=| :
Pmi1

Pin

Pmn

qi11

dm1

ain

Amn’

P11 Pin
Pm1 Pmn

o =
P4 gi1 din
adm’1 Adm’'n

AODp=p=pOA
AOp=p=poA

e Zeilenkonkatenation: Falls die Spaltenanzahl (ibereinstimmt:

e Konkatenation mit dem leeren picture:
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Die Kleensche Hiille fiir eine zweidimensionale Sprachen L C Y** ist

definiert als:
e Abschluss unter Spaltenkonkatenation.
1O -— U 1®
i>0

mit L9C := \, [1® := [ und L"? := [ @ L("—1)O

e Abschluss unter Zeilenkonkatenation.
L*@ = U Lf@
i>0
mit L9 ;=\, [1® .= [ und L"® := Lo L(n~1)©
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Ubersicht

Jetzt:
e 20TA
e Logische Formeln

e PCFRE
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20TA

two-dimensional on-line tessellation automata (20TA)

Ein nichtdeterministischer 20 TA ist ein Automat A = (X, Q, /, F, 0)
mit

2 Eingabealphabet

Q® Zustandsmenge

| C @ eine Menge von Startzustanden

F C Q eine Menge von Endzustanden
§:Q x Q x X — 29 als Transitionsrelation
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20TA

two-dimensional on-line tessellation automata (20TA)

Definition

Ein nichtdeterministischer 20 TA ist ein Automat A = (X, Q, /, F, 0)
mit

2 Eingabealphabet

Q® Zustandsmenge

| C @ eine Menge von Startzustanden

F C Q eine Menge von Endzustanden
§:Q x Q x X — 29 als Transitionsrelation

Bemerkung

Ein deterministischer 20TA erkennt weniger als ein 20TA.
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20TA

I I I I I 2 B O

#NAFNFENF|HF|F | F | H|F|HF
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20TA

A E IR

W ||

#FNFF|HF|F | F|H

t=0: 5(%;‘707/3(171))
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20TA

%%%%:ﬁt%%
S| e | e | e |3 | 3| #

#FNFF|HF|F | F|H

t=1: (5(qu q(l,1)7 p(17 2))
6(q(1,1), 90, P(2,1))
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wlala|a|w]e]s]|#]#]#
4 l——f 4
4 l——>i 4
1
PR 4
4 4
4 4
I R T T R T T P

t=2: 5(quCI(1,2)aP(173))
5(q(1,2)7 q(2,1); p(27 2))
6(9(2,1)> 90, P(3,1))
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20TA

rF|HF | F T ||| H|H

#NHFNFNF|HF|F | F | F|F|HF
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20TA

FH | FH | FH | F | F
FH | | FH | FF

#FNFF|HF|F | F|H

Wenn (h(p), k(p)) € F, dann akzeptiert A das picture.
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Schachbrettsprache

a

a

b

b

b|a

a

b
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20TA

Beispiel Schachbrettsprache

T|L (T L

L|IT|L|T|L

O|L|T|L | T

T|lL | T O‘>4>

w<m O(L|T|L

Q=10,1,2,3,4,5}

I ={0}
F={1}

0
0

Gl W NHO
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Logische Formeln
Definition

Ein picture p der GréBe (m,n) kann mithilfe der Signatur
p = (dom(p), S1, S2, (Pa)acx) dargestellt werden, wobei:

e dom(p) ={1,...,h(p)} x{1,...,h(p)}

e 51,5, bindre Nachfolgerrelationen; fiir zwei Positionen aus
dom(p) ist: (i,j)S1(i +1,j) und (i,j)Sa2(i,j + 1) fir
1<i<ml1<j<n

o P,={(i,j)| p(i,j)=a} firac X
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Logische Formeln

Logische Formeln
Definition

Ein picture p der GréBe (m,n) kann mithilfe der Signatur
p = (dom(p), S1, S2, (Pa)acx) dargestellt werden, wobei:

e dom(p) ={1,...,h(p)} x{1,...,h(p)}

e 51,5, bindre Nachfolgerrelationen; fiir zwei Positionen aus
dom(p) ist: (i,j)S1(i +1,j) und (i,j)Sa2(i,j + 1) fir
1<i<ml1<j<n

o P,={(i,j)| p(i,j)=a} firac X

OO ®
P11 | P12 | P13

p= S

P21 | P22 | P23

Anschauung:
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Logische Formeln

Beispiel Schachbrettsprache

Randeigenschaften: Idee:
t
vi(x) = =3y (yS1x)
i(x) = 23y (y52x) X
ei(x) = @e(x) A @i(x) / r

S1
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Beispiel Schachbrettsprache (fortgesetzt)

p =3XEx (pu(x) A X(x)) A VX (X(x) = Pa(x)) t
AVxVyVz (X(x) A xS1y A ySoz — X(2))

V((£p(x) V @r(x)) = (=X (x) V @ur(x)))) X

AVx3y (Pa(x) A —pr(x) = xSay A Pp(y)) / r
AVx3y (Pa(x) A =pb(x) = xSty A Py(y)) \
AVxTy (Pp(x) A =@r(x) = xSay A Pa(y))

ANVx3y (Pp(x) A =pp(x) — xS1y A Pa(y)) b
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regulare Ausdriicke (RE)

Ein reguldrer Ausdruck fir zweidimensionale Sprachen iiber dem Al-
phabet X l3sst sich aufbauen als:
e () und jedes a € ¥ sind regulare Ausdriicke
e Fiir zwei reguladre Ausdriicke «, 3 sind ebenfalls regular:
» a®f mit® e {0,6,UN}
>» a
» (a)*® bzw. (a)*©
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projection of complement-free regular expressions (PCFRE)

Definition

Eine Projektion ist eine Abbildung = : I'™* — YX**. Ein picture
p € I'™* wird Eintrag fir Eintrag abgebildet: p'(i,j) = w(p(i,})) fur
1<i<h(p),1<j<b(p).

Definition

e RE iiber {©,0,*? *© U, N} heiBen complementation-free
regular expressions (CFRE).

e Ist eine Sprache L C ¥** durch Projektion 7 einer Sprache
L' € L(CFRE) und 7(L") = L entstanden, ist L € L(PCFRE).
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Beispiel Schachbrettsprache

Schachbretter ungerader Seitenlange

a |bx|a|b|a|b|a
bi|ao | bo|ax|b2|ax| b2
ay|bi|a | b2|a|b|a
by|ai|bi|a|b2|ax| b
ap|bi|ai|bi|ao|b|a
by a1 |bi|a|b1|ao| b
ap [ bi|ai|b1|a|b|ao
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Beispiel Schachbrettsprache

Schachbretter ungerader Seitenlange

a |bx|a|b|a|b|a
bi|ao | bo|ax|b2|ax| b2
ay|bi|a | b2|a|b|a
by|ai|bi|a|b2|ax| b
ap [ bi|ai|b1|ao|b|a
by a1 |bi|a|b1|ao| b
ap [ bi|ai|b1|a|bfao

(220 B2)*®) © a0 © ((b1 © a1)*®)
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Beispiel Schachbrettsprache

Schachbretter ungerader Seitenlange

a | bx|a|bo|a|b|a
bi|ao | b2|ax|b2|ax| b2
ay| by |a|bo|a|b|a
by |a1 | bi|a|b2|ax| b2
ay| by |a1|b1|a | b|a
by a1 |bi|a|b1|ao| b
ay|by|a|bi|a|b1|ao

ﬁ‘lj :<(32 © bz)*e) ©a) o ((bl © 31)*9)
Uby o ((32 © b2)*e> ©a © ((bl S al)*e) e b
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Beispiel Schachbrettsprache

Schachbretter ungerader Seitenlange

ﬁ‘lj :<(32 © bz)*e) ©a) o ((bl O a )*9)

6;’,’ :<(a1 0] bl)*m) ®ag O ((b2 (OF:)) )* )

SYe b

ao b2 an b2 dan b2 an
b1 do b2 an b2 an b2
al b1 a0 b2 ar b2 a»
b1 ai b1 ao b2 an b2
ai | by | a1 | b1 |a ]| by | a
b1 al b1 al b1 do b2
dal bl a1 bl dal b1 a0
sz@((azebQ )6809(([)1931
Ubi O ((a1 © b1)* )(Dao@(b2®32

D) @ by
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Beispiel Schachbrettsprache

Schachbretter ungerader Seitenlange

ﬁ‘lj :<(32 © bz)*e) ©a) o ((bl O a )*9)

6;’,’ :<(a1 0] bl)*m) ®ag O ((b2 (OF:)) )* )

SYe b

ao b2 an b2 dan b2 an
b1 do b2 an b2 an b2
al b1 a0 b2 ar b2 a»
b1 ai b1 ao b2 an b2
ai | by | a1 | b1 |a ]| by | a
b1 al b1 al b1 do b2
dal bl a1 bl dal b1 a0
sz@((azebQ )6809(([)1931
Ubi O ((a1 © b1)* )(Dao@(b2®32

L =((89°) n ((81)°)

D) @ by
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Beispiel Schachbrettsprache

e Schachbretter ungerader Lange iiber {ag, a1, az, b1, ba}
L= ((Bey) n((8eye)

e Schachbretter gerader Lange tiber {aj, a}, a5, by, by}
L& = ((56)°) 0 ((95)°°)

o CFRE fur Schachbretter:
L=L[YULSE

e Projektion:
m(a0) = 7m(a1) =
m(b1) = 7(b2) =

Lschachbrett = 77( L)
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Ubersicht

Bisher gesehen:
e 20TA
e Logische Formeln

e PCFRE

Jetzt:
e Tiling-Systeme

e Domino-Systeme
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e Ein Block der GroBe (h, w) ist ein Ausschnitt eines pictures
der GroBe (m, n) mit h < m,w < n. By, ,(p) bezeichnet die
Menge aller Blocke von p der GroBe (h, w).

e Ein tile ist ein Block der GroBe (2, 2).
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Definition

Eine Sprache L C '™ heiBt lokal, falls es eine endliche Menge ©
von tiles gibt, so dass L = {p € [**|By2(p) € ©}. LOC bezeichnet
die Menge aller lokalen Sprachen.

il Wi
# | #

A wird mit identifiziert.

| -'
wn
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Beispiel fiir eine lokale Sprache

= {a, b}
L={pel*|p(i,1) =aund p(i,2) = b fir 1 <i < h(p)
und h(p) =2}

R R TR
RS EE

F|F
©
.

H|F

34/95



Beispiel fiir eine lokale Sprache

= {a, b}
L={pel*|p(i,1) =aund p(i,2) = b fir 1 <i < h(p)
und h(p) =2}

# | # # | # b #|a
# | # | # | # #lal [a]b]| bl |#|al
#|la|b|#
#lalbl#l o) [6]#] [#]a] [b[#] [#]#
S U b H [ F#|H#H] |H#H# | b H
#\|a|b|#
# | # | # | # a|b

# | #
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Tiling-Systeme (TS)

Ein Tiling-System T ist ein Quadrupel 7 = (X,I,©, 7) mit
e > [ zwei Alphabete
e O eine Menge von tiles tiber [ U {#}
e 7m:[ — X eine Projektion

Ein Tiling-System erkennt eine Sprache L C ¥** falls L = 7(L(©)).

L(TS) = {L|L ist durch ein Tiling-System erkennbar }
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Beispiel Schachbrettsprache

e Die Schachbrettsprache ist keine lokale Sprache.
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Beispiel Schachbrettsprache

e Die Schachbrettsprache ist keine lokale Sprache.

e stattdessen: Struktur durch lokale Sprache vorgeben

T I
# do b1 ar ... #
# b1 a b =
# a1 b1 a i
# by #
# by ao #
# H# H#H# . HHH#

38/95



Beispiel Schachbrettsprache

e Die Schachbrettsprache ist keine lokale Sprache.

e stattdessen: Struktur durch lokale Sprache vorgeben

T I
# a b a o
# b1 a b =
# a1 b1 a i
# by #
# by ao #
# #OHH#H . H# H#H

e Mit Projektion auf das ,richtige” Alphabet abbilden.

39/95



(%]
-

Beispiel Schachbrettsprache

lokale Sprache:

[a [ 5]

wla| |ola| |ale| e el |sle
s & [l [ Sl |89 |sls
b G N N s s Y
sla| [E[o| [ sl |e|@] |s]s
wla| [ | sla| [l el |sle
w|o| [wla| [l |1 |sls] |s]e
s g [ |ala] |cfE |Sp |S]8 m
S N Y R N N A m
Il
0]

Projektion:
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Abschlusseigenschaften von L(TS)

L(TS) ist unter Projektion abgeschlossen.
L(TS) ist unter © und & abgeschlossen.
L(TS) ist unter ©* und ©* abgeschlossen.
L(TS) ist unter U und N abgeschlossen.
L(TS) ist nicht unter ~ abgeschlossen.

abrw N
NN NN
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Beweis von (5.)

L = {p € ¥ | s ist quadratisches picture, p = s© s} p=
Zeige:

(1) L ¢ L(TS) aber
(2) Le L(TS)
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(1) L ¢ L(TS)

e Angenommen, L € L(TS). = es ex. lokale Sprache L’ und
eine Projektion 7 mit 7(L') =L
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(1) L ¢ L(TS)

e Angenommen, L € L(TS). = es ex. lokale Sprache L’ und
eine Projektion 7 mit 7(L') =L

° Ln:{pez**]p:}Qn}

» Wie viele pictures gibt es in L,?
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(1) L ¢ L(TS)

e Angenommen, L € L(TS). = es ex. lokale Sprache L’ und
eine Projektion 7 mit 7(L') =L

° Ln:{pez**]p:}Qn}

» Wie viele pictures gibt es in L,? [£|"
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(1) L ¢ L(TS)

e Angenommen, L € L(TS). = es ex. lokale Sprache L’ und
eine Projektion 7 mit 7(L') =L

° Ln:{pez**]p:}Qn}

» Wie viele pictures gibt es in L,? [£|"

o Ly={p el |n(p')=p.p€ Ln}
» Wie stehen || und |X| zueinander? || < |I| (0.B.d.A.)

» Wie viele Moglichkeiten gibt es, die n-te und (n+ 1)-te Zeile
zu belegen?
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(1) L ¢ L(TS)

e Angenommen, L € L(TS). = es ex. lokale Sprache L’ und
eine Projektion 7 mit 7(L') =L

° Ln:{pez**]p:}Qn}

» Wie viele pictures gibt es in L,? [£|"

o Ly={p el |n(p')=p.p€ Ln}
» Wie stehen || und |X| zueinander? || < |I| (0.B.d.A.)

» Wie viele Moglichkeiten gibt es, die n-te und (n+ 1)-te Zeile
zu belegen? |I'|?"

= |X|" > |[|2" fiir groBe n
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(1) L ¢ L(TS) (fortgesetzt)
o |Z|™ > |T[2" fiir groBe n

e Sei n nun hinreichend groB.

Sp
e p= el =
p s ny q 5q

5q

€ L, mit s, # s
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(1) L ¢ L(TS) (fortgesetzt)
o |Z|™ > |T[2" fiir groBe n

e Sei n nun hinreichend groB.

S s .
e p=1€l,gq=HH€e L, mits, #s4
Sp Sq
e zugehodrige pictures in der lokalen Sprache:
/ /
s s
p = Sf’, el g = 57’ € L, und die n-te und (n+ 1)te
2 q

Zeile seien gleich.
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(1) L ¢ L(TS) (fortgesetzt)

o |Z|™ > |T[2" fiir groBe n

Sei n nun hinreichend groB.

€ L, mit s, # s

€ L}, und die n-te und (n+ 1)te

S s
p=rHrHely,qg=—=
Sp Sq
zugehorige pictures in der lokalen Sprache:
/ /
s s
pr=lor €Lnd =
LLee : 4
Zeile seien gleich.
/
! __ /
vi=I el
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(1) L ¢ L(TS) (fortgesetzt)

o |Z|™ > |T[2" fiir groBe n

Sei n nun hinreichend groB.

€ L, mit s, # s

€ L}, und die n-te und (n+ 1)te

S s
p=r>r"€Llnqg=2
Sp Sq
zugehorige pictures in der lokalen Sprache:
/ /
s s
pr=lor €Lnd =
LLee : 4
Zeile seien gleich.
/
s
vi=—t-e L]
q
S
r(vV)=FPHel 4
5q
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(1) L ¢ L(TS) (fortgesetzt)

o |Z|™ > |T[2" fiir groBe n

e Sei n nun hinreichend groB.

€ L, mit s, # s

€ L}, und die n-te und (n+ 1)te

S s
e p=rPHelyq==
Sp Sq
e zugehodrige pictures in der lokalen Sprache:
/ /
s s
pr=lor €Lnd =
LLee : 4
Zeile seien gleich.
/
s
= v =—Ft-¢el]
q
/ Sp
= (V)= el
5q

= L ={p € I**| s ist quadratisches picture, p=s& s} ¢ L(TS)
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(2) L € L(TS)

L= {p € ¥** | s quadratisches picture, p = s S s}
L={peX™ | h(p) #2 h(p)}
Ly

Ufper| h(p)zz-/z(p),p:,s#t}

Ly

Zeige, dass L1 und L durch TS erkennbar sind.
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(2) L € L(TS) (fortgesetzt)

Li={peX™ | h(p) #2- h(p)}
TS fur Ly (Idee):

n >n
— —

R0} L O
}

pi¢liep= LLLL
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(2) L € L(TS) (fortgesetzt)

Ly={pe ™| h(p) =2 h(p),p= s;ét}

= 13N (Z* 6 (LN (T O Ls O z**)) o )

mit

Ls ={p e X™ [ h(p) = 2h(p)}
La={peX™ | h(p) = b(p) +1}

Ls ={p€X™ [ b(p) =1und p(1,1) # p(1, h(p))}

Wenn L3, L4 und Ls durch TS erkennbar sind, dann auch Ls.
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(2) L € L(TS) (fortgesetzt)

Lo= L3N (27 6 (LN (Z™ O Ls © ) © )

Ls={p € ™ | h(p) = 2h(p)}

La={p € T | h(p) = h(p) + 1}

Ls={p € =™ | h(p) =1 und p(1,1) # p(1, h(p))}
b
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(2) L € L(TS) (fortgesetzt)

L= L3N (27 & (LaN (Z* O Ls O ) & T)

Ls={p € T | h(p) = 2h(p)}
La={p € T | h(p) = h(p) + 1}
Ls={pe ™™ | h(p)=1und p(1,1) # p(1, h(p))}
h(p) < * *
b
h(py —1
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(2) L € L(TS) (fortgesetzt)

L=Ln(EZ"e(Ln(X*oloX™)or"™)
2h(p)}

h(p) + 1}
Lund p(1,1) # p(1, h(p))}

Ls={p € T | h(p)
Li={p € T | h(p)
Ls={p € ™| k(p)

a
*

T %

h(py —1
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(2) L € L(TS) (fortgesetzt)
L=bn(X"e(lLn(T*oLloxr™)er™)

Ls={p € T | h(p) = 2h(p)}
La={p € = | h(p) = h(p) + 1}

T %
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(2) L € L(TS) (fortgesetzt)
L=bn(XZ"e(Ln(Z*0oLloX™)e ™)

Ls= {p € = | h(p) = 2h(p)}
La={p € = | h(p) = h(p) +1}

3 > 2-h(p)
* : *

*

b
%/—/
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(2) L € L(TS) (fortgesetzt)

. S
Lb={peXx |/1(p)=2'lz(p),p=,S7ét}

=LNETe(LN(E*oLoX™)exr™)

T %

> 2 h(p)

h(p)
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Definition

Ein Domino ist ein Block der GréBe (1,2) bzw. (2,1).

Definition

Eine Sprache L C TI*™* heiBt hv-lokal, falls es eine endliche
Dominos tber I U {#} gibt, so dass
L={p el | (Bi2(p) U B21(P)) € A}.

Menge A von

| # ] #|eLund

#

#

el el
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Domino-Systeme (DS)

Ein Domino-System D ist ein Quadrupel D = (¥,I, A, 7) mit
e > [ zwei Alphabete

e A eine Menge von Dominos tiber ' U {#}
e m:[ — X ein Projektion

Ein Domino-System erkennt eine Sprache L C ¥**,
L=mn(L(I)).

L(DS) = {L|L ist durch ein Domino-System erkennbar }

falls
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Beispiel Schachbrettsprache

@

ao|bo|ax|by|a
bi|ao|by|az|bo
a1 |by|ao| by |a
bi|ai|by|ao|bo
ay|by|a1|bi|ao

k| 3|3k (3 I |FHR(®|T
SRR SRS SR e S
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Beispiel Schachbrettsprache (fortgesetzt)

hv-lokale Sprache:

(Z[#] [Flal) [2[bk] [B]=2]
T T T TR TR T (21%]) [(=17) [(&1#) (Al
# 20| by | a2 | by | a2 | # o] [(Fla) [(Flal [wlZ]
#|bi|ao|by| a2 | b | # ENER! ,
#|a1|by|ao|bo|aa|#]| ©=
#|by|a1|by|ao|bo | # =0 | ]
#|ai|by|ai|by|a0|# #] o]
%% %% #[#]#
-+
Projektion:
m(a) = mw(a1) = 7w(a) = a
w(h) = 7w(b) = b



Satz

Es sei L eine zweidimensionale Sprache. Dann sind die folgenden

Aussagen aquivalent:

1.) L wird durch eine Tiling-System erkannt.

2.) L wird von einem 20TA erkannt.

3.) L wird durch ein Domino-System erkannt.

4.) L ist durch eine EMSO-Formel definierbar.

5.) L ist darstellbar als komplementfreier reguldrer Ausdruck mit
Projektion, d.h. L € PCFRE.

Definition

Die so definierten Sprachen werden mit REC, recognizable two-
dimensional languages bezeichnet.
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Aquivalenzaussagen

L(20TA) = L(TS)

Die verschiedenen Modelle werden auf Tiling-Systeme
zurlickgefihrt.

Zuerst:

o L(20TA) C L(TS)
o L(TS) C L(20TA)
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Aquivalenzaussagen

L(20TA) C L(TS)

L C ¥ 20TA A= (Z,Q.1,F,6) mit L = L(A).
Konstruiere TS 7 = (X,I,0,7) mit L(T) =L
o =Y U{#} xQ

*©=0,U0,UB:UB,UB, Transitionen
UBH U B¢ UBp U By, eines 20TAS
_ (37 r) (b,S) a, ba Cvd##a
> On= { (c.t) | (d.q) | q€dls.t.d) }
> o, {[EBIET] 0/ pact ) .
(#,90) | (d,q) | q€(s,q0,d)

F:QxQxY—29

e 7(a,q) =a
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(20TA)

Einschub:

L(20TA) ist unter Projektionen abgeschlossen.

Beweis:
7 : [ — X eine Projektion, L C **. 20TA A= (I, Q, I, F,0)
erkenne L. Konstruiere 20TA B, der m(L) erkennt.

B=(Z,Q,1,F,d) mit
8(p,g,a)= U d(p,q,b)

ber—1(a)
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(20TA) (fortgesetzt)

LY, TST =(X,T,0,7) mit L= L(T) = n(L(O)).
L(20TA) unter Projektionen abgeschlossen = Konstruiere 20TA
A mit L(A) = L(O).

20TA A= (T, Q, 1, F,5) mit

e Q=0

o [ = { i
C

a
o = { o

(9]
Q.

lb,c,d €T U{#} und | 15 ee}

iee}

QT

L

F|F
B
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(20TA) (fortgesetzt)

e 0:QxQxX— 29 so dass fir alle X y’z 2 €Q:
albl|t|c
x|yllz|a _ b b
5<ab’tc"’>_{ J| dEQ}

simuliert einen Tiling-Schritt:
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Aquivalenzaussagen

L(TS) = L(DS)

o Zeige:
L(DS) C L(TS)
L(TS) C L(DS)

e Erinnerung:
Domino-System D = (%,Ip,A,7p), 7p:p—X
Tiling-System T = (Z,FT,@,WT), nr:lt =%

e Zeige, dass die lokalen Sprachen L(©) und L(A) ineinander
iberfiihrbar sind.

o = L(DS) = L(TS)
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Aquivalenzaussagen

L(DS) C L(TS)

e D= (%, A, ) Domino-System

A Menge von Dominos Dj und L(A) die zugehdrige

hv-lokale Spache.

Zeige: Es lasst sich eine Menge © von tiles konstruieren, so
dass L(A) = L(©)

damit direkt 7(L(A)) = 7(L(©))
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Aquivalenzaussagen

L(DS) C L(TS) (fortgesetzt)
Idee: Anlegeschritte von Dominos kénnen durch tiles simuliert werden

_([F[E][F] ]
A‘{”” elf]

o Welche pictures kénnen durch Anlegeschritte von Dominos
erstellt werden?

a‘b

c‘d

i i
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Aquivalenzaussagen

L(DS) C L(TS) (fortgesetzt)
Idee: Anlegeschritte von Dominos kénnen durch tiles simuliert werden

A = ﬂﬂﬂﬂ e‘f‘
)557

o Welche pictures kénnen durch Anlegeschritte von Dominos
erstellt werden?

a‘b

c‘d

U U

albllalb
dl|lel|f

o= {oerumyeoz

o T=(%,T,0,7)

SRS
H=|3k

,(B12(0) U B2 1(0)) C A}
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(DS)

Warum geht der Beweis nicht auch in die umgekehrte Richtung?
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(DS)

Warum geht der Beweis nicht auch in die umgekehrte Richtung?
Beispiel (spezielles Schachbrett):

# | # | # | #
L) b [#

#|b|a|#

#\#|H#H#

# | # # | # # | # #|a a|b

#1al al|lb| | b|#] |#|b|] | b|al
O =

# # | b b | a a | #

a|# | | #|#] | #|#] | # | #

s G EE b #)a o |
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(DS)

Warum geht der Beweis nicht auch in die umgekehrte Richtung?
Beispiel (spezielles Schachbrett):

#NH#F|HF|H#F
[ — #|a|b|#
N # | b | al|#
#H|H#|#
# | # # | # # | # #|a al|lb
#T=7 [a1b] [b1#) F6) [Bla]
O =
b | # # | b b | a a | #
al|# [ |F#|#| |#H|# | #|#
= {lal HE i e btha f o)
#H|HF|H#H|#
Dannistz.B.| # | a | b | a | # | durch Dominos konstruierbar.
#H|HF|H#|#
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(DS) (fortgesetzt)

e Die Struktur (Quadrat) kann nicht durch Dominos kodiert

werden.
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(DS) (fortgesetzt)

e Die Struktur (Quadrat) kann nicht durch Dominos kodiert

werden.

» Konstruiere Dominos, die Tiling-Schritte simulieren

e |dee:

» nutze Abbildung, so dass 7(L(A)) = L(©)
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(DS) (fortgesetzt)

e Wie funktioniert Tiling?

. dr ao d> as dy 42 as
geg. 2 tiles und ~
a3 da d4 de d3 d4 ap
a a2
dy ao a3 daa
bzw. und ~ az aa
a3 44 ds dp
ds de
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(DS) (fortgesetzt)

e Wie funktioniert Tiling?

. dr ao d> as dy 42 as
geg. 2 tiles und ~
a3 da d4 de d3 d4 ap
a a2
dy ao a3 daa
bzw. und ~ az aa
a3 44 ds dp
ds de

e nehme alle mdglichen Tiling-Schritte als Dominos

dy ao
dl adz | a as bzw a3 daa
d3 d4 | d4 4de ’ a3 da
ds de
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L(TS) C L(DS) (fortgesetzt)

p=b,a=b,=d,ag=d

1 2 4
A .— EN ap by by 3 [
— a  a EED a  a a as
b ffa |l [2 2|3 2l 2]l 2 ey

Beispiel:
# HNH#H H|HF H|HH#
# PP P2 p2 #H|HH
b= i ji ;i i - p = # pL|\p1 p2| P2 H#H|H#H #H
g7 T T #HH H|HFHF|HH
# H#H\NHF OH|H H|HH
#H#HNHF H|HF H|HH

}
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L(TS) C L(DS) (fortgesetzt)

ap az
d3 da

Beispiel (fortgesetzt):

P1
P1

o8
I
H | Fe|F
A
N
F | F |3k
$
S
I
S SR SRR
HFHFID|E F*
I
HHIES|S F*
I HFHRS|S I
SR SRS SRS
F IR [Fk 3R
SR SR R
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L(TS) = L(EMSO)

e L(TS) C L(EMSO)
o L(EMSO) C L(TS)
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Aquivalenzaussagen

L( TS) C L(EMSO)
Ubersicht:

Umein TS 7 = (X,I,©, ) durch eine EMSO-Formel
auszudriicken, muss

e lokale Sprache L(©) dargestellt werden
» BlockgroBe

» tiles, die in © enthalten sind

o L =7(L(©)) C L* dargestellt werden
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L(TS) C L(EMSO)

o 7T =(X,IO,7) TS mit L =L(T) und
> =YX xQ
> X XxQ—=X

e p' € L(©) ist von der Form p’ = p x ¢ (p und ¢ sind pictures
derselben GroBe)

e Die lokale Sprache von T wird in der Komponente @ kodiert
» Q=1{q1,...,qk} .lokales Alphabet"

» Verwende Mengenvariablen Xi, ..., Xk, um @ zu kodieren:
Xi(x) bedeutet c(x) = g

p € L& es gibt ein passendes picture ¢ mit p' = p x ¢, p’ € L(©)
& es gibt ein passendes picture ¢ mit p' = p x ¢, Boo(p') C ©
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L(TS) C L(EMSO) (fortgesetzt)
p € L & es gibt ein passendes picture ¢ mit p' = p x ¢, Bo2(p') C ©
<3IX1 ... IXk(@partition( X1, - - -, Xk)) und das picture ¢ wird
kodiert als c(i,j) = q; < (i,j) € X; und fir p’ = p x c,
Bao(p') € ©

o Opartition( X1, ..., Xk) wie in AAT
o Baa(P)
» Format eines 2 x 2 Blocks:
0=0,U0,U0,U0,UB,UByUB, UBL U6,

il i2 77/}m(X1, X2, X3, X4) = X151X3 A\ X152X2 A\ X352X4 A\ X251X4
3 4
f f (x5, xa) = x3S2xa A ~Ix(xS1x3) A 73x(xS1x4)

3 4
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L(TS) C L(EMSO) (fortgesetzt)
e B>(p')
» Format eines 2 x 2 Blocks v/

» Inhalt eines 2 x 2 Blocks

01 | 67
03 | 04

o, (x) = Pa(x) A Xi(x) fur i € {1,2,3,4}

mit 6; von der Form (a, q) :
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L(TS) C L(EMSO) (fortgesetzt)
e B>(p')
» Format eines 2 x 2 Blocks v/

» Inhalt eines 2 x 2 Blocks

01 | 67
03 | 04

o, (x) = Pa(x) A Xi(x) fur i € {1,2,3,4}

mit 6; von der Form (a, q) :

» tile (,,Format und Inhalt")

)
Xm : ¥m(x1, X2, X3,X2) — \/ Po,(xi)
Format: oo™
xei welaxa) =\ (06,06) Ave(x))
Format: e
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Aquivalenzaussagen

L(TS) C L(EMSO) (fortgesetzt)

Erinnerung:

p € L<3X: ... IXk(@partition(X1, - - -, Xk)) und das picture ¢ wird
kodiert als c(i,j) = q; < (i,j) € X; und fir p’ = p x c,
Boo(p') C ©

Mit den eben definierten Formeln lasst sich eine EMSO-Formel
angeben, die L definiert.

3X1 ... IXk(@Partition N VX1 .. VXa(Xm A Xt N Xb A X1 A Xr
AXt N Xer N Xbr A Xb1))
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Aquivalenzaussagen

verbleibende Inklusionen (ohne Beweis):
o L(EMSO) C L(TS)
o L(PCFRE) C L(TS)
o L(TS) C L(PCFRE)
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Unentscheidbarkeit

Leerheitsproblem

Das Leerheitsproblem fiir REC ist unentscheidbar.

Beweis (ldee)
e TS simuliert TM M auf Eingabe w

e Konfiguration der TM stellt Zeile in picture p,, dar

o Akzeptierender Lauf von M simulierbar durch endliche Menge
von tiles ©,, .

e Die Menge aller akzeptierenden Laufe ist kodierbar durch
Menge von tiles © 4

e [(O)= (=S L(M) = 0
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Unentscheidbarkeit

qo .
I// j \’

/ qi !

\
! qr

e i-te Konfiguration hat die Form w; = uqv’

e ecine Zeile hat die Form B*[*ql"*B’*, g € Qu
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

e REC wird erkannt durch
» Tiling-Systeme
» 20TAs
» EMSO-Formeln
» Domino-Systeme
» PCFRE
e REC ist abgeschlossen unter Projektionen, @, ©, ®*,©* U, N

e REC ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

e Das Leerheitsproblem fiir REC ist unentscheidbar.
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